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abstract

It is not the search for economic efficiency or general welfare that moves individuals to produce and carry out exchanges, but the search for their own welfare. In general, in a market economy people freely produce and exchange goods and services with the sole objective of maximizing their utility. This is the approach to competitive equilibrium, which is characterized by the fact that the profits of individuals are independent of each other. 

However, under this concept is not taken into account that the decisions of consumption of individuals, not only depends on their level of income but also depend on the decisions made by others. This is obviously an externality in consumption and it is precisely the nature of this externality that generates changes in the level of welfare of society that cannot be explained with the stan-dard model. The latter is the idea that is explored in this investigation. 

 Key words:  social welfare, utility, Pareto optimum resumen

No es la búsqueda de la eficiencia económica ni el bienestar general lo que mueve a los individuos a producir y realizar intercambios sino la búsqueda de su propio bienestar. En general, en una economía de mercado las personas producen e intercambian bienes y servicios li-bremente con el único objetivo de maximizar su utilidad. Este es el enfoque del equilibrio competitivo, que se caracteriza por que las utilidades de los individuos son independientes entre sí. Sin embargo, bajo este concepto no se tiene en cuenta que las decisiones de consumo de los individuos, no solo depende de su nivel de ingreso sino que dependen también de las decisiones que tomen los demás. Esto es obviamente una externalidad en el consumo y es precisamente la naturaleza de esta externalidad la que genera cambios en el nivel de bienestar de la sociedad que no se pueden explicar con el modelo estándar. Esto último es la idea que se  explora en esta investigación. 
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yrma doris GaNdrés Bellido flores Introducción

En este sentido, la teoría económica asume 

indistintamente las externalidades positivas y La mayor parte del interés en la ciencia 

negativas como fallas de mercado. Se supone económica, en última instancia, es contribuir que los mercados competitivos solo son efi-a mejorar el bienestar de la humanidad, de un cientes bajo el supuesto de que no hay efectos país, o de un grupo de personas. Su utilidad externos en el consumo y la producción, es de-proviene de su capacidad de proveernos de 

cir la ausencia total de externalidades. 

herramientas analíticas para formular políticas económicas y sociales que permitan incre-Este trabajo parte de la limitación que 

mentar el nivel de bienestar de la sociedad. De impone el estudio restrictivo del óptimo del esta manera, el bienestar de individuos y de la bienestar desarrollado en la teoría microeco-sociedad, en su conjunto, ocupa un lugar cen-nómica, más específicamente en la economía 

tral en el análisis económico. 

del bienestar, la cual se ha limitado a realizar un análisis de la maximización del bienestar Incrementar el nivel del bienestar se ha 

en función de mercados competitivos, que se convertido en una tarea difícil para la socie-caracterizan por la usencia de externalidades, dad y en algunos casos en un problema cuya  

sin poder formalizar un modelo de optimi-

solución pasa del ámbito de la teoría económi-zación del bienestar en un mercado de com-

ca a la esfera de la decisión política, la disposi-petencia imperfecta que incluya estas “fallas ción de implementar medidas y reformas que, de mercado”  dejando al gobierno la tarea de muy probablemente, tendrían impactos posi-corregir estas “fallas” de una manera artificial. 

tivos sobre un sector de la población y negati-Por lo tanto, es válido y se hace necesario am-vos  sobre otros. Esto es  a lo que se denomina pliar el marco analítico de la determinación óptimo de Pareto, el cual se da en un marco del óptimo del bienestar social teniendo en de competencia perfecta, es decir, un mercado cuenta el razonable punto de partida de un 

exento de externalidades. 

mercado de competencia imperfecta. 

Se define una externalidad como un costo 

Se analiza la incorporación de una falla de o beneficio que afecta a consumidores y pro-mercado en el modelo de maximización del 

ductores, los cuales no están generados por bienestar, que en este caso es una externali-sus propios niveles de consumo o producción. 

dad. Como se había mencionado las externa-

Parkin (2010) afirmaba que:

lidades pueden ser negativas o positivas; sin embargo, es preciso aclarar que son las ex-El  costo  o  beneficio  que surge de la  pro-ternalidades negativas las más ampliamente 

 ducción  y recae sobre una persona dis-estudiadas mientras que los estudios sobre la tinta del productor se denomina exter-contribución de las  externalidades positivas al nalidad, así como el  costo  o  beneficio  que crecimiento y el bienestar de la sociedad aún surge del  consumo  y que recae sobre una son escasos. 

persona distinta del consumidor. Cuan-

do una externalidad impone un costo 

Existe un relativo consenso sobre el con-

la denominamos externalidad negati-

cepto de que el cambio de un estado econó-

va, y cuando proporciona un beneficio 

mico a otro es deseable socialmente si no se la llamamos externalidad positiva. Por 

reduce la utilidad de ningún individuo y se lo tanto, existen cuatro tipos de exter-aumenta por lo menos la de algún otro. O di-nalidades: Externalidades negativas de 

cho de otra manera, lo que establece la teoría producción. Externalidades negativas 

clásica del bienestar es que una vez llegado al de consumo. Externalidades positivas 

óptimo si se aumenta el bienestar de un indivi-de producción. Externalidades positi-

duo se reduce, necesariamente, el de otro. Esto vas de consumo (p. 374). 

es a lo que se denomina óptimo de Pareto. 
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la maximización del bienestar económico de la sociedad. una reVisión del óptimo bienestar El objeto de la economía del bienestar es 

Desde el punto de vista económico y si-

la valoración de la deseabilidad social de cada guiendo a Bergson (1938) se puede afirmar 

uno de los alternativos estados económicos. 

que entre los elementos que afectan al bienes-Consiste en determinar si el cambio de una 

tar de la sociedad durante cualquier período asignación específica a otra es socialmente de-de tiempo determinado están las cantidades de seable. Muchos economistas están de acuerdo cada uno de los factores de producción, distin-en que un movimiento es deseable si no se 

tos de los laborales, empleado en las unidades reduce la utilidad de nadie y se aumenta por de producción diferentes, las cantidades de los lo menos la de una persona (Henderson & diversos productos consumidos, las cantidades Quandt, 1981)

de los diferentes tipos de trabajo realizado y la unidad de producción para que este trabajo sea Esto es a lo que los economistas denomi-efectuado por cada individuo en la comunidad nan una mejora en el sentido de Pareto. La 

durante ese período de tiempo:

sociedad no es independiente del grupo de 

individuos que la componen, de manera que 

Among the elements affecting the welfare 

cualquier noción de bienestar debe considerar of the community during any given period 

el bienestar de cada uno de sus miembros, lo of time are the amounts of each of the fac-que entendemos, como que todo individuo se 

tors of production, other than labor, em-

comporta de manera coherente con su bien-

ployed in the different production units, 

estar y, por tanto, su bienestar aumenta si y the amounts of the various commodities 

solo si su utilidad lo hace. Resulta obvio que el consumed, the amounts of the different 

bienestar social tiene que ver con el bienestar kinds of work done, and the production 

de las personas. 

unit for which this work is performed by 

each individual in the community during 

La noción de bienestar es sin duda com-

that period of time. If we use  A  and B to pleja. Una persona o un grupo de personas no denote the two kinds of labor;  C  and D to se sienten bien si no ha satisfecho sus necesi-denote the two factors of production other 

dades básicas, pero el bienestar también está than labor; and X and Y to denote the two 

relacionado con la seguridad, las relaciones consumers’ goods (p. 311). 

afectivas que se establecen, la opinión de uno mismo es decir la autoestima, etc. La noción Es concebible que las variaciones en las 

de bienestar de la sociedad depende en su más cantidades de los bienes, las cantidades de tra-amplio sentido de los niveles de satisfacción bajo de cada tipo, y las cantidades de factores de todos los individuos que la conforman. En no laborales en cada una de las unidades de este sentido, una nueva generación de econo-producción también tendrá un efecto directo mistas ha ido más allá y traspasado las fron-e indirecto en el bienestar, pero para relativa-teras de la ciencia económica intentando dar mente pequeños cambios en estas variables, 

solidez a conceptos como el “Bienestar subje-otros elementos del bienestar no se verán con-tivo” o “función de felicidad de la sociedad”, siderablemente afectados. Por lo que esto es que tienen que ver más con en el campo de la un análisis parcial. 

psicología, la sociología o la religión. Si bien es cierto que el estudio del bienestar social puede Por otro lado, Arrow planteó el problema 

ser abordado desde distintos puntos de vista de la imposibilidad que muestra que  cual-como el político, filosófico, psicológico, reli-quier mecanismo de decisión social, es in-

gioso, ético o moral y de hecho sirven todos compatible con la democracia y que no existe por igual, dependen de la parte del bienestar ningún sistema perfecto para sumar las prefe-que nos interesa.  Es preciso hacer notar que es rencias de los individuos para hallar preferen-el bienestar desde el punto de vista económi-cias sociales. En este sentido, Varian (2010) co, el que es relevante para esta investigación. 

afirmaba que:
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External

y irdmaa ddeosri s GaNdrés Bellido flores Alfred Marshall en 1930 identificó ciertos aspectos producidos por la expansión de El teorema de  la imposibilidad de 

nómeno fue llamado externalidad positiva. 

Arrow es bastante sorprendente. Mues-

Adam Smith en la riqueza de las naciones de una rama industrial que desplazaban hacia abajo las curvas de coste de las empresas. Este tra que las tres características de un 

1776 había recurrido al  uso de algo similar mecanismo de decisión social, que son 

a lo que hoy conocemos como externalidad 

fenómeno fue llamado externalidad positiva. Adam Smith en la riqueza de las naciones de plausibles y deseables son, sin embargo 

para designar los beneficios sociales surgidos incompatibles con la democracia. No 

de la convivencia común de agentes econó-

1776 había recurrido al  uso de algo similar a lo que hoy conocemos como externalidad existe ningún sistema perfecto para to-micos que individualmente persiguen solo el mar decisiones sociales (p. 662). 

beneficio propio. 

para designar los beneficios sociales surgidos de la convivencia común de agentes Arrow asume que es prácticamente im-Decimos que existe una externalidad 

económicos que individualmente persiguen solo el beneficio propio. 

posible que los individuos que conforman la cuando las acciones de un agente afectan el sociedad se pongan de acuerdo al momento 

ambiente de otro agente por medio de me-

Decimos que existe una externalidad cuando las acciones de un agente afectan el de elegir. Desde  este punto de vista, el proble-canismos distintos a los precios. En la tradi-ma se reduce a un conflicto de elección social. 

ción clásica la existencia de externalidades ambiente de otro agente por medio de mecanismos distintos a los precios. En la tradición Conflicto que se origina porque los individuos limita la posibilidad de que el equilibrio de se relacionan y compiten entre sí debido a que un mercado competitivo sea óptimo de Pa-clásica la existencia de externalidades limita la posibilidad de que el equilibrio de un cada uno persigue sus propios intereses. No reto. Las externalidades pueden ser positivas existe sociedad moderna en el mundo donde 

o negativas. Desde el punto de vista práctico mercado competitivo sea óptimo de Pareto.  Las externalidades pueden ser positivas o las personas actúen aisladamente indiferentes las que han despertado más interés y las que de lo que hagan los demás. 
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𝑈𝑈

𝑜𝑜

0
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0
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Pareto. ¿Entonces cómo puede la sociedad elegir una? Al respecto existen algunos criterios de elección. Como el criterio de Hicks, el criterio de Scitovsky, el criterio utilitarista de Bentham, el criterio de Ralws, entre otros  que han tratado de explicar y mejorar la función la maximización del bienestar económico de la sociedad. una reVisión del óptimo bienestar de bienestar social propuesta por Bergson. Sin embargo, el método utilizado en el presente de la función de bienestar de 
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SEGUNDO TEOREMA DEL BIENESTAR
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El segundo teorema es en cierta manera, 

EL ÓPTIMO DE PARETO EN EL CONSUMO 
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El óptimo de Pareto 
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mejorar el bienestar de un grupo de personas sin empeorar las de otras entonces ¿por qué no 

𝜕𝜕 𝑈𝑈1/𝜕𝜕 𝑞𝑞11 = 𝜕𝜕 𝑈𝑈2/𝜕𝜕 𝑞𝑞11       (1)         

hacerlo? Pero, normalmente, existen muchas 

𝜕𝜕 𝑈𝑈1/𝜕𝜕 𝑞𝑞12

𝜕𝜕 𝑈𝑈2/𝜕𝜕 𝑞𝑞12

asignaciones eficientes en el sentido de Pareto. 
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EL ÓPTIMO DE PARETO EN LA PRODUCCIÓN 



El óptimo de Pareto en la producción requiere que el nivel de producción de cada bien de consumo sean máximo dados los niveles de producción  de todos los bienes de consumo restantes.  Asumamos que existen dos empresarios que utilizan dos insumos para producir dos bienes con las siguientes funciones de producción.  q1  = f1(x11, x12)   y   q2  = 

 f2(x21, x22) donde  x11 + x12 =   𝑥𝑥0

0

1     y   x12  + x22  =   𝑥𝑥2   son las cantidades disponibles de los insumos y   q1  y  q2  son los niveles de producción. Si maximizamos la producción del bien 1 

dejando la producción del bien 2 en un nivel fijo 𝑞𝑞02 . 

 L = f  (x , x ) + λ [f  (x 0 – x ,  x 0 – x ) – q 0] 
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Así tenemos que: 



𝜕𝜕 𝑓𝑓1/𝜕𝜕 𝑥𝑥11 = 𝜕𝜕 𝑓𝑓2/𝜕𝜕 𝑥𝑥21         (2) 

𝜕𝜕 𝑓𝑓1/𝜕𝜕 𝑥𝑥12

𝜕𝜕 𝑓𝑓2/𝜕𝜕 𝑥𝑥22

El término del lado izquierdo es la Relación Técnica de Sustitución (RTS) entre 𝑋𝑋1 𝑦𝑦 𝑋𝑋2  para el bien 1y el termino del lado derecho es la RTS para el bien 2. Para alcanzar un óptimo de Pareto en la producción es necesario que las RTS de los productores sean iguales. 

10 
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tos aspectos de bienestar económico) Según 
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la maximización del bienestar económico de la sociedad. una reVisión del óptimo bienestar Bergson, las funciones de bienestar social se individual y no de los indicadores de utilidad construyen a partir de las funciones de utili-

(Arrow 1978). 

dad individual que reflejan las preferencias individuales sobre las alternativas. Una función Una de las principales conclusiones es a lo de bienestar social “agrega” las utilidades in-que los economistas han denominado “el teo-

dividuales,  u , u ,..., u  en una función  W ( u , rema de imposibilidades de Arrow”. Este teo-1

 2

 n

 1

 u ,..., u ) que depende de ellas. 

rema dirige la pregunta “¿existe una regla ge-2

 n

neral que pueda ordenar los  estados sociales La función de bienestar de la sociedad pro-basados únicamente en la forma en que estos puesta por Bergson se puede resumir de la si-estados puedan ser ordenados por cada uno 

guiente forma:

de los individuos de la sociedad? En  “Social Choice and Individual Values”  Kenneth Arrow,  W= f( u , u ,..., u )                    (3) Premio Nobel de Economía 1973, afirma que 

 1

 2

 n

al excluir la posibilidad de comparaciones in-Algunos autores en referencia a lo que 

terpersonales de utilidad, la única manera de plantea Arrow en “Social Choice and Indivi-obtener una preferencia social que sea satis-dual Values”  sugieren que el enfoque utilizado factoria y que pueda estar bien definida para por Bergson es muy sugestivo, pero que no es un amplio espectro de conjuntos de ordena-aplicable, prácticamente, quedando solo en el mientos individuales es que sea impuesta o 

ámbito de la economía teoría (Pena-Trapero, dictatorial (Arrow, 1978) 

2009). Sin embargo, nunca se menciona que 

Arrow afirma que en casos dados una fun-

No obstante, sostiene Arrow (1978), que 

ción de bienestar económico de la sociedad 

es posible construir funciones de bienestar tal como lo plantea Bergson es perfectamente social adecuadas si es factible sostener que las posible. 

preferencias individuales caen dentro de ámbitos similares. Aun cuando Arrow reconoce 

La crítica de Arrow a las funciones de bien-la dificultad de esta posibilidad, sostiene que estar social

sobre esa afirmación está construida buena 

parte de la tradición de la filosofía política. En La teoría de elección social de Arrow no fue tal sentido, es suficiente que exista un cierto motivada por el problema de elección colecti-consenso sobre los fines de la sociedad, basado va, sino por la búsqueda más abstracta de una en las normas éticas y sociales de una cultura función  de bienestar social universal. Arrow particular, para que se forme una función de considera que el problema general del bienes-bienestar social. 

tar social consiste en elegir entre varios “estados sociales” viables. Se supone que cada uno Según Arrow (1978), el sistema democrá-de los miembros de la sociedad puede orde-

tico, y específicamente la votación, aparece nar estos estados de acuerdo con su atractivo como un mecanismo donde cada individuo 

(Nicholson, 1997, p. 545). El enfoque axiomá-entrega su opinión sobre la voluntad general tico de Arrow intenta investigar la existencia y formula la tesis de que, en contraposición al y forma de la Función de Bienestar Social 

sistema democrático, el mecanismo de merca-

matemáticamente, basada en un conjunto de 

do no puede originar una función de bienestar axiomas fundamentales aceptables acerca de 

social, ya que dicho mecanismo no da cuen-

las preferencias de los individuos y como estas ta de los motivos altruistas que deben estar cuentan para la sociedad. Tal como menciona presentes para construir el consenso. Esto no Arrow la función de bienestar social propuesta niega la posibilidad de un uso limitado del por Bergson podría modificarse. La suma de 

mercado para alcanzar partes del óptimo so-

las utilidades podría reformularse en el sencial, especialmente si es manipulado delibera-tido de que depende solo del ordenamiento 

damente para hacer que la conducta orientada 
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Según Arrow  (1978), el sistema democrático, y específicamente la votación, aparece como un mecanismo donde cada individuo entrega su opinión sobre la voluntad general y formula la tesis de que, en contraposición al sistema democrático, el mecanismo de mercado no puede originar una función de bienestar social, ya que dicho mecanismo no da cuenta de los motivos altruistas que deben estar presentes para construir el consenso. 
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mismas e iguales  a las correspondientes Relación de Transformación de Productos (RTP). 

mismas e iguales  a las correspondientes Relación de Transformación de Productos (RTP). 
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Igualando a cero sus derivadas parciales puede verificarse que esta asignación es un óptimo de Pareto. 
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La Relación de Sustitución entre Bienes ( RSB) de ambos consumidores son las mismas e iguales  a las correspondientes Relación de Transformación de Productos (RTP). 
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𝐹𝐹  (𝑞𝑞

+ 𝑞𝑞 + 𝑞𝑞 , 𝑥𝑥𝑊𝑊a1 por l

=

+

a lu 𝑊𝑊

ego a

𝑥𝑥 (1  s

𝑈𝑈

p ig

as ui

ar ent

a 2e fun

maxi2c1i

món:

iz2  

ar2  la 2

2 ) + 

11 +   𝑞𝑞21, 𝑞𝑞1 d

1 e la so

1 ci

2 edad2 d

2 escri

1  ta por l

2 a) s1=+0𝑈𝑈

igui   ent

2) e función:  

𝐹𝐹  (𝑞𝑞11 + 𝑞𝑞21, 𝑞𝑞11 + 𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞22 , 𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2 ) = 0  

De es

funci ta ma

ón. 

nera, pro

𝑊𝑊 ∗ = 𝑊𝑊  [ 𝑈𝑈 L

𝑊𝑊

+ o

𝜆𝜆  que

∗ =

𝐹𝐹  (  i

𝑞𝑞 ndi

cedemos a for

𝑊𝑊  [ ca

ma

𝑈𝑈𝑜𝑜  que

𝑜𝑜

0

0

11 + 1 𝑞𝑞 (𝑞𝑞

−  e

r el lag

21,1

𝑞𝑞𝑞𝑞l1 ni

ran

, 𝑞𝑞 vg

11 10

+eia

2, l de

𝑞𝑞

− 1

𝑞𝑞𝑥𝑥  b

no pa

−ie𝑞𝑞n

ra l

12 + 1

𝑞𝑞 e1s

2  , ta

ueg𝑥𝑥 r

2 ,1𝑥𝑥 so

o pasa

−

1  𝐹𝐹

c𝑥𝑥

+  1ia (

𝑥𝑥 𝑞𝑞

r a maximiza

0 r la función. 

) +) 𝑈𝑈

          (𝑞𝑞

𝑥𝑥 −

𝑥𝑥 )

(11) +

1  (𝑞𝑞11, 𝑞𝑞12, 𝑞𝑞1

11 ,𝑥𝑥1

1 ) +   𝑈𝑈2  (𝑞𝑞21, 𝑞𝑞2 1

l to2 1ta+ 

l e2𝑞𝑞

s

2, 𝑥𝑥2 2

l−1a,𝑥𝑥𝑞𝑞

s22 11,𝑞𝑞1

um) +

a2 2,𝑞𝑞

de 1 l22 +

os 𝑞𝑞

ni 2v2e

2 l ,e 𝑥𝑥

s 1 

de + 𝑥𝑥

uti 2li )

da = 0  

d de

De esta manera,  procede D

m e 

os es

ata m

for an

m er

a a

r  ,e lpro

la cgede

ra m

ngiosa a

no  for

p m

ar ar 

a lue𝐹𝐹l

eg   lo (a𝑞𝑞g

pasar a maximizar la 

11

ra +

ngi  a𝑞𝑞21

no  , 𝑞𝑞

p 11

ar +

a l  u𝑞𝑞1

eg 2o +

p 𝑞𝑞

as22

ar , 𝑥𝑥1

a   m+

ax𝑥𝑥i2

mi)z =

ar 0

l    a

𝑊𝑊 ∗ = 𝑊𝑊  [ 𝑈𝑈 los individuos𝑜𝑜 que

− 𝑞𝑞  la conform

0 − 𝑥𝑥 an. Por otro lado, c0on

−tam

𝑥𝑥 os con una función de producción 

función. 

1  (𝑞𝑞11, 𝑞𝑞12, 𝑞𝑞1

11 ,𝑥𝑥1

1 ) +   𝑈𝑈2  (𝑞𝑞21, 𝑞𝑞22, 𝑥𝑥2

2 ) + 

El objetfunc

iv ión. 

o de  

la socie D

da e 

d  es

esta m

ma an

xi er

miaz, a pro

r e c

steademos

funci a for

ón s m

ujeatr 

a eal l

l a

a gra

c ngi

ond a

i no

ci  

ónpara l

dadauego p

por l as

a  ar a maximizar la 

+𝜆𝜆𝐹𝐹  (𝑞𝑞

+𝜆𝜆𝐹𝐹  (𝑞𝑞

11 +   𝑞𝑞21, 

11 +   𝑞𝑞21, 𝑞𝑞11 +   𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞D

𝑞𝑞12e 1

2 , es

+𝑥𝑥 t 1 a m

𝑞𝑞12

+ an

+

𝑥𝑥2 er𝑞𝑞)a2, 2 pro

, 𝑥𝑥

         1c ede

+ m

𝑥𝑥2os) a for

         m

ar e

(11)  l lagrangi

ano 

(11) para luego pasar a maximizar la 

de la sociedad descrita por la siguiente función: función. 

𝑊𝑊 ∗ 

función de producción total. Derivando e igualando a cero: 

=

+ 𝑊𝑊

𝜆𝜆𝐹𝐹    [( 𝑞𝑞𝑈𝑈11 + 𝑞𝑞21,𝑞𝑞11 𝑊𝑊

+ 𝑜𝑜 𝑞𝑞∗1 2 + 𝑞𝑞22 0 ,𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2 )       

0

(11) 

1  (𝑞𝑞11, 𝑞𝑞12, 𝑞𝑞

El objetivo de la 1 =

− 𝑞𝑞 func

𝑊𝑊

socie11

da  , [𝑥𝑥  i

𝑈𝑈 ón. 

− 𝑥𝑥 

𝑜𝑜

0

0

1 1  (𝑞𝑞1

d es m 1 1,) 𝑞𝑞1

+2 , 𝑞𝑞

𝑈𝑈12  −

( 𝑞𝑞

𝑞𝑞 1

2 1

1, ,𝑥𝑥

𝑞𝑞12 −

2, 𝑥𝑥

𝑥𝑥 1

aximizar esta funci 2 )

− +

𝑥𝑥  

ón sujet 2 𝑈𝑈2

)   (

+ 𝑞𝑞

21, 𝑞𝑞22, 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2 ) + 

a a la condición dada por la 

El objetivo de la sociedad es maximizar esta función sujeta a la condición dada por la 𝑊𝑊

𝐹𝐹  ∗( 𝑞𝑞

𝑞𝑞

+ 𝑥𝑥

=

11 +   𝑞𝑞

𝑊𝑊  [ 𝑈𝑈

21, 𝑞𝑞11 +   𝑞𝑞12 +𝑜𝑜 −22 , 𝑥𝑥

𝑞𝑞 1  0 − 𝑥𝑥

2 ) = 0  

0 − 𝑥𝑥

El objet

El objiv

eto de

iv

la soc

o de la 

func

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝑊𝑊i∗ soiedad e

ciedad  s m

ón de

es  aximiza

maximiza r e

produc

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1

ción tot r  sta

al. Deri 𝑊𝑊

fun

va

la f ∗

c  i

función de produc

𝜕𝜕 ción total. Derivando e iguala

=

unció

ndo a c𝑊𝑊

ón s

ndo e ie  guj[

ro: e𝑈𝑈1  (𝑞𝑞11, 𝑞𝑞12, 𝑞𝑞

ta

n de p rao l

d a cond

ucció ic

n to it𝑜𝑜1ón

1

da 1 ,𝑥𝑥

al. D da

eriva 01

por l 1 ) + 𝑈𝑈2  (𝑞𝑞21, 𝑞𝑞22, 𝑥𝑥

a

ndo e  

02

2 ) + 

ual 1a  (𝑞𝑞1 1

ndo a ,𝑞𝑞

c

𝑊𝑊1e2, 𝑞𝑞

ro: 1  − 𝑞𝑞

= 11

−  ,𝜆𝜆𝑥𝑥1

𝐹𝐹 − 𝑥𝑥1 ) + 𝑈𝑈2  (𝑞𝑞21, 𝑞𝑞22, 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2 ) + 

esta función sujeta a la 

= co

𝑊𝑊1

+

ndició 𝜆𝜆

n  𝐹𝐹

𝜆𝜆   (

𝐹𝐹1𝑞𝑞

+𝜆𝜆𝐹𝐹  (𝑞𝑞

= 0                 

1

1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

+

𝜕𝜕𝑞𝑞   𝑞𝑞

+ 𝑞𝑞

dada 11

po +

r   𝑞𝑞

, 𝑥𝑥 21, 𝑞𝑞

+ 𝑥𝑥11 +

iguala  𝑞𝑞

)

1

         2 +

ndo a cer𝑞𝑞2

o: 2 , 𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2

)                                  (11) 11 +   𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1121, 𝑞𝑞D

1 e 

1 est

11 a m

12 anera

2 ,2  pro1c edem2os a formar el lagrangiano 11  

(11)p ara luego pasar a maximizar la 

función de producción total. Derivando e igualando a cero: 

+𝜆𝜆𝐹𝐹  (𝑞𝑞11 + 𝑞𝑞21, 𝑞𝑞11 + 𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞22 , 𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2 )                                  (11) 

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈 𝜕𝜕𝑊𝑊∗

El obj

func

𝜕𝜕𝑈𝑈 i

1

1 eti

ón. vo de la socie +

da 𝜆𝜆𝐹𝐹

d e  s (𝑞𝑞1

m 1

ax+

i 1 

m 𝑞𝑞

iz2a1r, 𝑞𝑞

e

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

1s 1ta+ 𝑞𝑞

fun

𝑊𝑊

1

c2i + 𝑞𝑞

ón s



= 2

− 2

uj  ,et𝑥𝑥a

𝜆𝜆𝐹𝐹  1  a +

l

a𝑥𝑥

2

c )       

ond

i c                            

i ón

(   da

12)da

por la (11) 

El objetivo de la socieda

= d 

𝑊𝑊

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹 1 es ma

+ x im

𝜆𝜆𝐹𝐹 i1za

=r e

0 sta funci

ón s

𝑊𝑊1ujeta a

= la

−  c

𝜆𝜆𝐹𝐹ond

1                        ( 12) 

1

1 = 0                 

1  𝜕𝜕 i𝑞𝑞ción dada1 por la 

𝜕𝜕𝑞𝑞11

𝜕𝜕𝑞𝑞11

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑞𝑞

11

𝜕𝜕𝑞𝑞 𝜕𝜕𝑊𝑊

11 ∗

𝜕𝜕𝑞𝑞

111

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈

11 1

𝑊𝑊

= −𝜆𝜆𝐹𝐹                          ( 12) 

1

+  𝜆𝜆𝐹𝐹1 func

= 0 ión de produc



cEilón tot

obje al

ti .v Deri

o de1 v

l

𝜕𝜕 a

𝑞𝑞 ndo e

soci  i

e gua

da1 l

d  aendo a

s ma  c

xi ero:

miz  ar esta función sujeta a la condición dada por la función de

𝜕𝜕𝑞𝑞11  produc

𝜕𝜕𝑞𝑞ci

11 ón total. Deriv𝑊𝑊

a ∗ 

ndo e i E

g l obj

uala etivo de

ndo a ce  la

ro:  s

𝑜𝑜

11 ociedad e

0 s maximizar esta función s

0 ujeta a la condición dada por la 

= 𝑊𝑊  [ 𝑈𝑈1  (𝑞𝑞11, 𝑞𝑞12, 𝑞𝑞1 − 𝑞𝑞11 ,𝑥𝑥1 − 𝑥𝑥1 ) + 𝑈𝑈2  (𝑞𝑞21, 𝑞𝑞22, 𝑥𝑥2 − 𝑥𝑥2 ) + 







𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈1

función de produc



ción total

. Derivando e igualando a cero: 

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

2 = 0                 

12

𝜕𝜕𝑞𝑞11

función de  producción total. Derivando e



𝜕𝜕  i

𝑈𝑈1 gualando a cero: 

𝜕𝜕𝑊𝑊∗ = 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝑊𝑊1

= −𝜆𝜆𝐹𝐹1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

1 = 0                 

+𝜆𝜆𝐹𝐹  (𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

                                  (11) 1

11

𝜕𝜕𝑞𝑞11 11 +  𝑞𝑞21, 𝑞𝑞11 +   𝑞𝑞12 + 𝑞𝑞22 , 𝑥𝑥1  + 𝑥𝑥2 ) 11

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝑊𝑊



1

= −𝜆𝜆𝐹𝐹1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑈𝑈

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑞𝑞 𝜕𝜕𝑈𝑈 𝜕𝜕𝑊𝑊 1

∗ = 0                

𝜕𝜕𝑈𝑈



1

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

11

11

1

= 𝑊𝑊

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹 1

+  𝜆𝜆  𝐹𝐹

0

2

=

0

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1



+  𝜆𝜆

11 𝐹𝐹

𝑊𝑊1 𝜕𝜕𝑈𝑈 = −𝜆𝜆𝐹𝐹1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑞𝑞 𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑞𝑞12

2 =𝜕𝜕𝑞𝑞11

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

1 = 0                 

1

𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

11

12

= 𝑊𝑊𝜕𝜕𝑞𝑞11 +  𝜆𝜆𝐹𝐹 = 0                 

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈𝑞𝑞111 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝑊𝑊1 11 = −𝜆𝜆𝐹𝐹1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑞𝑞



1 𝜕𝜕𝑞𝑞

2 El objetivo de la𝜕𝜕𝑞𝑞

1

1 =

17  0                 



sociedad es maximizar esta función sujeta a la c

𝜕𝜕

ondi 𝑞𝑞

11

𝜕𝜕𝑞𝑞11

c 11

ión dada por la 

12

11 



o
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función de producción total. Derivando e igualando a cero: 







𝜕𝜕𝑊𝑊∗ = 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

17 

17 



𝜕𝜕𝑞𝑞

1

2 = 0                 

17 

12

𝜕𝜕𝑞𝑞11







𝜕𝜕𝑊𝑊∗  

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈

= 𝑊𝑊1

+  𝜆𝜆𝐹𝐹2 = 0 𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1 +  𝜆𝜆𝐹𝐹



𝜕𝜕𝑞𝑞12

𝜕𝜕𝑞𝑞11

= 𝑊𝑊

𝑊𝑊

= −𝜆𝜆𝐹𝐹

1

+ 𝜕𝜕 𝑊𝑊∗

𝑞𝑞

1

2 = 0                 

𝜆𝜆12

𝐹𝐹

1

1                          ( 12) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

1 = 0                 

𝜕𝜕𝑞𝑞

11

𝜕𝜕𝑞𝑞11

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈𝑞𝑞111 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

11

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

2 = 0                 

12

𝜕𝜕𝑞𝑞11

17 







17 

17 



17 







𝜕𝜕𝑊𝑊∗ = 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

2 = 0                 

12

𝜕𝜕𝑞𝑞11

17 



𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝑊𝑊

1 = −𝜆𝜆𝐹𝐹                          (𝑊𝑊

1

1 1

3) 

𝑊𝑊1  1  𝜕𝜕 =

𝑈𝑈 −𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑞𝑞 1

2     

2                   ( 13) 

𝜕𝜕𝑞𝑞 = −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13) 

11

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝑊𝑊 11

1  

11

𝜕𝜕𝑞𝑞 = −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13) 

11

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈1  𝑊𝑊

1

1  

𝑊𝑊1 

= − 𝜕𝜕

𝜆𝜆 𝑞𝑞 = −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13) 𝐹𝐹2                        ( 13) 

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

11

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

11

= −𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

= −𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈1



+  𝜆𝜆𝐹𝐹

= −𝑊𝑊

(14) 





𝜕𝜕𝑥𝑥

1 1

𝑜𝑜

3 = 0                                                                   (14) 𝑜𝑜

1

𝜕𝜕( 𝜕𝜕

𝑥𝑥 𝑈𝑈 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

− 𝑥𝑥

3 = 0 𝜕𝜕

𝑥𝑥               1

𝑜𝑜

3 = 0                                                                      (14) 1 1

1

𝜕𝜕(𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑥𝑥𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1 − 𝑥𝑥1 )

1

𝜕𝜕(𝑥𝑥1− 𝑥𝑥1 )

= −𝑊𝑊

1 ) +  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑥𝑥

1

𝑜𝑜

3 = 0                                                                      (14) 1

𝜕𝜕(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 )

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1  𝑊𝑊

1  

1  

𝑊𝑊

1

= 1 

−𝜆𝜆



𝜕𝜕𝑞𝑞 𝜕𝜕𝑊𝑊∗ 𝜕𝜕

𝜕𝜕 𝑞𝑞

𝐹𝐹

= −

2             𝜆𝜆

𝐹𝐹

2       (    

1  3)          ( 13) 

yrma doris GaNdrés Bellido flores

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

11

𝑈𝑈 11

= −1𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈1

+  𝜆𝜆𝐹𝐹



= − 𝜕𝜕

𝑊𝑊  𝑥𝑥

1

𝑜𝑜

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

3 = 0                                                                      (14) 1 1 𝑜𝑜

𝜕𝜕(𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑥𝑥

1 − 𝑥𝑥

3 = 0                                                                      (14) 1 )

𝜕𝜕(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

𝜕𝜕

1 𝑈𝑈1 )

𝑊𝑊

1

1

1  

𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑞𝑞 = −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13)   1 

= −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13) 

11

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑊𝑊∗ 𝜕𝜕

𝜕𝜕 𝑈𝑈

𝑞𝑞

𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

= −  𝑊𝑊

11

11

1

𝑊𝑊 

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈 1 𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1



1

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑊𝑊1∗  = −𝑊𝑊𝜕𝜕 +

𝑈𝑈

1

1

1  𝜆𝜆𝐹𝐹

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

(14) 





1

1

1

𝜕𝜕𝑥𝑥

𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑜𝑜

1

𝑜𝑜 3 = 0   

3 = 0                                                                      (14) 





𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

1

𝜕𝜕(𝑥𝑥𝜕𝜕

1

= 𝑊𝑊

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

= 𝑞𝑞 = −𝜆𝜆𝐹𝐹2                        ( 13) 

− 11

𝑥𝑥

𝜕𝜕(𝑥𝑥

𝑊𝑊1 )

1 − 𝑥𝑥1 )

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2         𝑊𝑊

+

= −𝜆𝜆𝐹𝐹

2

1 = 0                       

+

𝜆𝜆

𝑊𝑊 𝐹𝐹

𝑊𝑊2 

+

= −𝜆𝜆𝐹𝐹1             ( 15) 

= 𝑊𝑊

2   𝜕𝜕 +

𝑈𝑈

𝜕𝜕 =

𝑈𝑈 −𝜆𝜆𝐹𝐹 1             ( 15) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

2

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

21

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1 = 0 𝜕𝜕𝑞𝑞

2



2   1 = 0                       

21

𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑞𝑞 1

𝜕𝜕𝑞𝑞 1

1             ( 15)  𝜕𝜕𝑞𝑞21 𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑞𝑞21 121 𝜕𝜕𝑞𝑞21 21

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝑊𝑊 21 21 𝜕𝜕𝑞𝑞

+ 21

= 𝑊𝑊

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

2  

21 = −𝜆𝜆𝐹𝐹1             ( 15) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

2 𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1 = 0                       

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

21

21

=21−𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈

21 1

+

21   𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑊𝑊∗



𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑊𝑊∗ = −𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1

1

+  𝜆𝜆𝐹𝐹



𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈                         (14) 





𝜕𝜕𝑥𝑥

1

𝑜𝑜

3 = 0                                              

1



3 = 0              (14) 





𝑜𝑜

1

1

1

𝜕𝜕(𝑥𝑥1−



𝑥𝑥1 ) 𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝑊𝑊

+

= −𝜆𝜆𝐹𝐹



= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑥𝑥 ∗

1 = 𝑊𝑊

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹





2  

1             ( 15) 

𝑊𝑊

+

= −𝜆𝜆𝐹𝐹

2 𝜕𝜕𝑞𝑞

2

1 = 0                       

21 + 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹 =

0                       

2  

1             ( 15) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

= −

𝜕𝜕𝑞𝑞 𝑊𝑊 𝜕𝜕( 𝜕𝜕

𝑥𝑥1𝑈𝑈1

− 𝑥𝑥1 )

𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕

1 𝑞𝑞21 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑞𝑞21 𝜕𝜕𝑞𝑞21

21



𝜕𝜕𝑥𝑥21

21 1

𝑜𝑜

3 = 0                                              

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

(14) 





1

𝜕𝜕(𝑥𝑥

21

21

1 − 𝑥𝑥1 )







𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈



𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

1 1

1

1

1



𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

2 2

𝑊𝑊

𝑊𝑊

+

= +

−

2

2

𝜆𝜆𝐹𝐹

= −

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈 2

𝜕𝜕𝑊𝑊∗



2  

1             𝜆𝜆

( 𝐹𝐹

= 𝑊𝑊

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

15) 

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

2

𝜕𝜕𝑞𝑞

2

1 = 0                       

𝑊𝑊

= −𝜆𝜆𝐹𝐹

𝑊𝑊

(   16)  = −𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

21

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹 = 0



= 𝑊𝑊

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2 +  𝜆𝜆𝐹𝐹

2  

1             ( 15) 

𝜕𝜕𝑞𝑞

2

1 = 0                       

𝑞𝑞21

𝜕𝜕

1

1

2

2

= 𝑞𝑞 𝜕𝜕𝑞𝑞

21

21

𝑊𝑊 21 𝜕𝜕𝑞𝑞

+  21

𝜆𝜆 𝐹𝐹

𝑊𝑊

2  𝜕𝜕 =

𝑈𝑈 −

𝜆𝜆𝐹𝐹 2              𝜕𝜕𝑞𝑞       ( 𝜕𝜕

2  

1𝑞𝑞26 𝜕𝜕) 𝑞𝑞

= 𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑈𝑈1

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝐹𝐹 + 𝜕𝜕𝑈𝑈2

22

𝜕𝜕 +

𝜕𝜕 𝑈𝑈  𝜆𝜆𝐹𝐹

2

2 =

0                   

2

2                        21

21 21

𝜕𝜕𝑞𝑞21 2                              ( 16) 2

𝑞𝑞

2 = 0

𝜕𝜕𝑞𝑞



𝜕𝜕𝑞𝑞

2

22

𝜕𝜕𝑞𝑞22

22

𝜕𝜕𝑞𝑞𝜕𝜕𝑊𝑊∗

22

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

22

𝜕𝜕𝑞𝑞22

𝑊𝑊 22

= 𝑊𝑊

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

2  

22 = −

𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑈𝑈 𝜆𝜆𝐹𝐹2                              ( 16) 11

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑈𝑈1

11

= 21 = 21

21

21



𝜕𝜕𝑞𝑞

2

2 = 0                                                             

𝜕𝜕𝑈𝑈



𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑈𝑈1

= 𝜕𝜕𝑈𝑈=

𝜕𝜕 𝑈𝑈 

22

𝜕𝜕𝑞𝑞22

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕

22 𝑈𝑈

𝐹𝐹

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝑈𝑈 𝜕𝜕 𝜕𝜕

𝑈𝑈 𝑈𝑈

1

𝜕𝜕

𝐹𝐹 𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

1

𝐹𝐹2𝜕𝜕𝑈𝑈   𝐹𝐹2

2

2

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

1 11

21

21

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕 1𝑈𝑈

1

= 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1



+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2



+  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

11

21

21

𝜕𝜕𝑈𝑈1



1

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

=

=

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑞𝑞𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑈𝑈 = 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝜕𝜕𝑈𝑈 +

2

2    𝜕𝜕   

𝑈𝑈2 𝑊𝑊2

+   𝜆𝜆𝐹𝐹

+

= −

=

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2

𝜕𝜕𝑈𝑈=  𝜆𝜆𝐹𝐹1             (  1



25

) 

𝑊𝑊

12

22



𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

2

+ 𝜕𝜕𝑈𝑈2

1

𝜕𝜕  𝑈𝑈 2     2 

+

=

12 −𝜆𝜆𝐹𝐹

𝑊𝑊  

=

𝜕𝜕𝑞𝑞 − 𝐹𝐹

1             ( 1

22 5) 

𝐹𝐹

11 𝜆𝜆

𝜕𝜕𝑞𝑞

2

1 = 0                      

2  

1 = 0                       

21

𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕



𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑞𝑞21 = 𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑞𝑞



= 𝑊𝑊

+   2 21 𝜕𝜕

+𝑞𝑞 21

𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜆𝜆𝐹𝐹

2 𝜕𝜕

= 𝑞𝑞021

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞

1

𝜕𝜕𝑞𝑞21

2 

𝐹𝐹𝜕𝜕 

𝐹𝐹

2𝑈𝑈 𝑊𝑊

2

= − 𝜕𝜕

1

𝐹𝐹

21

21

2



2  

𝜕𝜕𝜆𝜆 𝑈𝑈

𝑞𝑞

𝜕𝜕21



𝐹𝐹2      𝜕𝜕 𝜕𝜕

𝑞𝑞  𝑈𝑈
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11           1       (𝜕𝜕 1

𝑞𝑞 6

21 ) 

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

1

1

𝜕𝜕

2 𝑞𝑞

𝑞𝑞

𝜕𝜕𝑞𝑞
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=

=



21  

𝜕𝜕𝑞𝑞
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𝜕𝜕𝑞𝑞

=

=
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𝜕𝜕𝑞𝑞 =

22

𝑊𝑊 𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕 1

𝑞𝑞 + 𝜕𝜕𝑈𝑈2

22

+  𝜆𝜆𝐹𝐹

𝜕𝜕  𝑞𝑞    

22  𝑊𝑊

21

22

2  

+

22𝜕𝜕𝑈𝑈1

= −𝜆𝜆𝐹𝐹1   𝜕𝜕 𝑈𝑈 2      ( 15) 



𝜕𝜕𝑞𝑞

2

1𝜕𝜕=
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𝜕𝜕𝑞𝑞  

𝜕𝜕𝑈𝑈1

𝐹𝐹

𝜕𝜕𝑈𝑈
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𝜕𝜕𝑞𝑞21

𝜕𝜕𝑞𝑞21
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2

2

2  



∗



Tenemos que: 

Tenemos que: 



𝑊𝑊

𝑊𝑊



𝜕𝜕𝑈𝑈
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−𝜆𝜆𝐹𝐹
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2             (    

1  6  )          ( 16) 

𝜕𝜕𝑊𝑊 

𝜕𝜕𝑊𝑊∗

𝜕𝜕𝑈𝑈1

= 𝑊𝑊

𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑊𝑊∗ =

+𝑊𝑊

𝜆𝜆𝐹𝐹

+  𝜆𝜆

1 𝐹𝐹



𝜕𝜕𝑈𝑈

𝜕𝜕𝑈𝑈

1

𝜕𝜕𝑞𝑞

𝜕𝜕

2 𝑞𝑞
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